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CHAPTER|

TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE: TFD
ET TFR

L ORSQU ON désire calculer la transformée de Fourier d’'une fonctigina I'aide d’un ordinateur, ce dernier
n'ayant qu’un nombre fini de mots de taille finie, on est amené a:

e discrétiser la fonction temporelle,
e tronquer la fonction temporelle,

e discrétiser la fonction frequentielle.

+00
X(f) = /x(t)e‘jz"”dt
En approchant I'intégrale par une somme d’aires de rectangles deBetém limitant la durée d’intégration
alintervalle [0, (N — 1)T], on obtient:
(N-1) _
X(f)~Te ZO X(nTe)e 127
n=

Ce qui donne pour les valeurs de frequenges kfe/N:

Y jor ik i, Y jonik
X(f)~Te X(NTe)e 197N Tele = Ty X(nTe)e 19N
2 2

Ce n’est pas une approximation sophistiquéexdé), mais elle est trés utilisée en pratique sous le nom de
TFD car il existe un algorithme de calcul efficace appelé FFT (Fast Fourier Transform) ou TFR (Transformée
de Fourier rapide).

La TFD est par ailleurs utilisée, lorsque I'on travaille avec des suites numériques sans lien avec un signal
physique, pour définir une représentation de la suite sur une base de fonctions fréquentielles.

1 Transformée de Fourier Discrete: TFD

1.1 Définition de la TFD

On appelle transformée de Fourier discréte d’une suité @emesx(0),x(1),...,x(N — 1), la suite deN termes

X(0),X(1),...,X(N—1), définis par
N-1

X(K) = ;x(n)ejz""Nk

En pratique, led termesx(n) peuvent étre N échantillons d’un signal analogique échantillonné:

Xn = X(NTe), et les N termes X(k) correspondre a une approximation (a un facteur multiplicpté#s) de la
transformée de Fourier de ce signal alipoints de fréquenc§ = kfe/N, avec k entre 0 e\l — 1, c’'est a dire
f entre O effe.
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1.2 Inversiondela TFD

En effet, calculons:

N—-1 N-1 /N-1
A= Ly xmerk -t x(iye iz | el
N k= N k= i=
1 N—-1 N-1 | (n—i)k
A = =5 xi) Z)elz"
N i= (k—
N-1 r j2m(n—i)
.. n—i 1
si i # n ei2m N>k:e'%n420
& 1—d2my

e N
si i = n Z}e‘z” N o=
& &

1.3 Lien entre la transformée de Fourier et la TFD

Soitx(t) un signal analogique continu.
1. On échantillonne(t) a fe = 1/Te.

X - %= 3 X(0T)5(t—nTy) = x(tP)

n=—oo

ou P(t) est la « fonction peigne »:

P0= 3 sty £ p=L 5 (10

n=—co

L'échantillonnage rend le spectre périodique et peut entrainer un phénomene de « recouvrement de spectre »
oualiasing.

x(1 Xl
k jL
i | f
xd)$ Xe(0)]
T UT,
T EnRAE i

2. On tronque la suit&(nTe) en ne conservant qu’un nombre fidide termes pour obtenir le signgl(t)
formé des échantillonx(0)...X((N—1)Te):

N-—-1
X (t) = X(OF ()= ;X(m—e)5 (t—nTe)
t)F(t) .

(1) = x(OP(
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ou F(t) est une fonction fenétre de durlid;

1 osiote[-%T- %
F(t)_{ 0 sinon

0Ty =NTe.
FO)1 IF(I

To

T2 TeTd2 f

Xu(t) § X ()

TTTTTFF@..

La convolution avec un sinus cardinal introduit des ondulations sur le spectre. Elles sont appaés = en
anglais.

t ! f

N-1

X(f) = 3 (e e

n=

3. On échantillonne, (f) a 1/T,
On obtient alorsN valeurs différentes espacées défjlentre O et 1T, car T, = NTe. Cette derniere
opération rend périodique la « fonction » dans le temps. Appeddnda fonction résultante.

-0 £ 2-3)- S (2D
4o /N-1 . .
X(f) = n:Zw (k;X(kTe)e—JZ"W> 5 <f _ ﬁ)

+o0
X(t)=To > X (t—nTp)
N=—0o
Xc(t) et Xe(f) sont deux distributions échantillonnées reliées par la transformation de Fourier.
x1) XD
O CAD [y A
- - DT > I >
5 UNT,
(s < D <
> 1 f >
To=NT. t fe=1/Te

On obtient donc une correspondance emreoints dans le domaine temporg{nTe) et N points dans le
domaine fréquentieX;(n/T,), pourn entre 0 eN — 1. De plus:
Xe(NTe) = Tyx(nTe) pour ne [O,N—1]
k N-1 H nk
Xe (—> > x(nTe)e 12N

TO n=0
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c'est-a-dire que la suité; (k) = X(k/T,) est précisément la TFD de la sui@) = x(nTe).

1.4 Comparaison entre la transformée de Fourier et la TFD

Soit un signak(t) et sa transformée de Fourds f) .
a la suitex(nTe) pourn € [0, (N — 1)] correspond la suite TFR (k) pourk € [0, (N — 1)] avec:

N-1

X (k) = Z)x(nTe)ejz’TnNk

n=

Quel est le lien entr&X (f) et X(k) pourk € [0,(N —1)] ?
On posely = NTe.

Dans le cas ou:
e X(t) est périodique de période
e X(t) est & bande limitéf- fax, frmax|,
e la largeur de la fenétrg (t) est égale a un multiple de T, = kt,
e etla fréquence d'échantillonnade= 1/Te est supérieure a Bux.

Il'y a coincidence a un facteur multiplicatif pres en¥rgk) et X(f =k/T):

T, k k
X(K)=2X(=]=NX[(=
w=x(5,) ()
En effet,x(t) étant périodique de périodea un spectre formé de raies distantes gie De plus, ce spectre est
limité a frax.

X(0)l

1¢ 1t
ANEEE
'fmalx fmax f

Les trois opérations qui conduisent a la sif{g&) auront les conséquences suivantes:

1. L'échantillonnage de&(t) a f. rend périodique le spectre et le multiplie pafgl

(1)

UTee 1t

“—>

HNAEEEEERE

'fmax fmax fe f

v
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2. La troncation deg(t) par une fenétre de largeiliy a pour effet de convoluer le spectre avec un sinus
cardinal qui s’annule tous leg'T, avecT, = Kr.

X (F)]
To/Tel

3. L'échantillonnage du spectre a la fréequen¢®& h pour effet de ne conserver que des valeurk,oet X
coincident au facteul,/Te = N pres. C'est le seul cas ou il y a identité entre la TFD et la TF au facteur
N prés, auxN points de calcuk/T, aveck € [0, (N — 1)].

Dans tous les autres cas, la TFD differe de la TF aux paifiks L'erreur est introduite:

e par recouvrement de spectreXqif ) n’est pas a support limité, erreur que I'on minimise en augmentant
fe.

e par les ondulations dues a la troncature par la fonction fenéxce)si’est pas périodique ou a durée lim-
itée: erreur que I'on peut chercher a atténuer en choisissant une fenétre autre que la fenétre rectangulaire
(fenétre de Hanning par exemple) et en augmentant autant que possible la largeur de la fenétre.

e pour les deux premiéres raisons a la foig(sj n'est ni a durée limitée ni a bande limitée

e méme six(t) est périodique et a bande limitée, on introduit une erreur si la fenétre de troncature n’a pas
une durée égale a un multiple de la période car la troncature introduit alors de fortes discontinuités (voir
la figure suivante).

X(t) X(1)

[T |

1.5 Fenétres de pondération

De nombreuses fenétres de pondération ont été proposées pour I'analyse spectrale. Ces fenétres sont utilisée
pour limiter (tronquer) la durée temporelle du sigrd) a analyser. En notamtt) le signal,F(t) la fenétre, et
X (t) le signal tronqué, on obtient la relation suivante:

et dans le domaine fréquentiel:
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Pour une méme durée tempordld,, on compare les différentes fenétres essentiellement par leurs propiétés
fréquentielles. Idéalement, on aimerait que la troncation du signal en temps ne modifie pas son contenu fréquen-
tiel, c’est- a-dire queX(f) = X, (f), ce qui suppose que(f) = d(f =0). En pratique, ce n’est pas possible

et les fenétre§ (f) présentent un lobe principal de largeur non nulle centré autour de la fréquence nulle et en
général des lobes secondaires de hauteur non nulle. On peut caractériser une fenétre par des paramétres tel
que:

e La largeur du lobe principal, mesurée a 3 dB d’'atténuation par rapport a I'amplitutle-¢h ou bien a
mi-hauteur.

e La hauteur maximale des lobes seconadaires (quand ils existent).

Ces parameétres influencent respectivement la résolution et la dynamique de I'analyse spectrale.

La résolution est la capacité a distinguer 2 fréquences proches. La dynamique est la capacité a mesurer des
composantes fréquentielles d’amplitudes tres différentes sans que la plus forte ne masque la plus faible.

De maniére générale, la largeur du lobe principal est inversement proportionnelle a la durée temporelle de
la fenétre.

1.5.1 Fenétres rectangulaires, triangulaires et paraboliques

e Fenétre rectangulairg (t)
Une fenétre rectangulaifg(t) centrée de durédT, s’écrit en temps et en fréquence:

Fi(t) = rechyg,(t)
sin 2imfNTe/2

F(fy = SMZINE/Z

2an7e

La transformé de Fourier de la fenétre rectangulaire, présente des lobes secondaires importants qui ne
décroissent qu’er}. Le lobe secondaire le plus haut n'est qu'a -13 dB en dessous de I'amplitude en
f=0.

e Fenétre triangulair&(t) et fenétre paraboliqui(t)
La fenétre triangulair& (t) (appelée aussi fére de Bartlett) et la fenétre paraboligggt) se déduisent
simplement de la fenétre rectangulaire par élévation au carré ou au clifié )dd_es transformées de
Fourier ainsi obtenues décroissent donq—Eeet enf—13. elles sont respectivement égales a:
2 3
sinNwI N sinEwle
R(w) = ( NwTe4> ou aFp(w) = ( Nwlge >

4

De plus, I'amplitude maximum des lobes secondaires est a -26 db en dessous du lobe principal dans le
cas deR (w), et a -39 db dans le cas @ig(w). Par contre, le lobe principal est, dans les 2 cas, plus large
que pour la fenétre rectangulaire.

Déterminons les expressions temporelles; (@) et deFp(w):

R(w) = K(w) x /{(w)

donc
RO =FRt)«Rt)=1- (%)
et
Fo(w) = R(w) x F(w)
donc

La figure suivante représente la fenétre triangulaire.
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F(©) IFO)I

NT, t f
La figure suivante représente la fenétre parabolique.

F(t)

A IF(I
; J\ »

—

1.5.2 Fenétres Fenétres détruisant par addition algébrique, les lobes secondaires de la fenétre rectan-
gulaire

D’autres fenétres intéressantes s’'obtiennent en détruisant les lobes secondaires de la fenétre rectangulaire, pa
addition algébrique. On peut citer dans cette catégorie la fenétre cosinusoidale, les fenétres de Hanning, de
Hamming, de Blackman.

e Fenétre cosinusoidg(t)
L'expression algébrique de la fenétre cosinusoide est:

Ff) = 5 (FR<f ) ZI\TTe) +FR<f +%)>

Folt) = Fr(t)cos<nNLT6>

Les lobes secondaires @& f) sont plus faibles que ceux dg(f); ainsi I'amplitude maximum de ces
lobes est 34 db en dessous de I'amplitudef en0 et leur décroissance est eﬁﬂ Par contre, le lobe
principal est plus large.

e Fenétre de Hanning,

Nous avons vu précédemment comment, par une combinaison algébrique de deux fonctions déduites
de K (f) par des décalages en fréquence, on pouvait diminuer I'amplitude des lobes secondaires mais
en augmentant la bande de transition. On peut encore diminuer I'amplitude des lobes secondaires en
augmentant le nombre de fonctions combinées algébriguement. C’est le cas pour la fenétre de Hanning

(voir la figure suivante).
A I

L'expression algébrique de la fenétre de Hanning est (en ntanNTe):

Rl = g0+ (1- )+ 3% (1)
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Fut) = %(lJrcos(ZnTLO)) pour te [-To/2,Ty/2|
Fut) = 0

L'amplitude maximum des lobes secondaires est alors égale a -44 db (en dessous du lobe principal); ils
décroissent e@%. Le lobe principal est presque 2 fois plus large que pour la fenétre rectangulaire.

ailleurs.

e Ferire de Hamminds,,
On peut améliorer les résultats obtenus par la fenétre précédente en modifiant les pondérgtibns de
Fr(f—1/NTe) etk (f +1/NTe):

. (f) = 0.56F (f) + 0.22[F (f — 1/NTe) + F(f + 1/NTe)]

Dans ce cas, la décroissance des lobes secondaires est toujoyr® erais I'amplitude maximum de
ces lobes est a -60 db sous le lobe principal.

L'expression temporellg, (t)de la fenétre de Hamming s’écrit:

Fnt) = 0,56+ 0,44 x cos2mtt/NTy) —Ne <t < NE
= Oalilleurs

e Fenétre de Blackmalf(t)
Pour diminuer encore I'amplitude des lobes secondaires, on peut combiner:

F(f),/R(f —1/NTe), R(f — 2/NTe), R (f + 2/NTe), R (f + 1/NTe) selon la loi suivante:

Fg(f) = 0,42FR(f) + 0,25[R(f — 1/NTe) + R (f + 1/NTe)]
+0,08[F (f — 2/NTe) + R (f + 2/NTe)]

La décroissance des lobes secondaires e%l, efiamplitude maximum des lobes secondaires est -87
db en dessous du lobe principal; Le lobe principal est 2 fois plus large que pour la fenétre rectangulaire.
L'expression temporelle de la fenétre est:

Fe(t) = 0,42+ 0,5cog2mt/NT,) + 0,08cog4mnt/NT,) ~ e <t < N
ou O ailleurs

1.5.3 Autres fenétres: Gauss, Kaiser, Dolph-Chebychev

e Fenétre de Gausg(t)
Pour supprimer totalement les lobes de la transformée de Fourier de la fenétre rectangulaire, on peut
utiliser une fenétre telle que sa transformée de Foggidrn soit une exponentielle
NwTe/2)?
Fo(w) = exp |- 2

Le parametrek est lié a la dispersiow de I'exponentielle en prenant comme variable réduite-
NwTe/2. o est alors égal & 2k. On pourra donc régler la dispersion gef), c’est-a-dire la largeur de
la bande de transition en faisant varier k.

Cherchons I'expression temporelle de cette fonctigft) = exp[—4k(t/NTe)?], & une constante pres
puisque la transformée de Fourier conserve la loi gaussienne:

t2 W?

exp(—E) — exp(T)

La fenétre gaussienne a donc pour expression:
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Fo(t) = exp[—4k(t/MT)?] si|t| < NTe/2
Fg(t) = 0 silt| > NTe/2

Le paramétre k permet de réaliser un compromis entre I'ondulation en bande atténuée et la largeur de la
bande de transition, ce que ne permettaient pas de faire les fenétres décrites précédemment.

e Fenétre de Kaisdf, (t)
Cette fenétre est une des plus efficaces: sa transformée de FRUfipa pour expression

o sin [m /N2 — Vaz]
lo(MVa) 11/ V2 — V2

ouV = fNT,, Va = faNTe, \/V2—VZ peut étre complexe é§(x) est la fonction de Bessel modifiée de
premiére espece.

FK(V) =

Cette fonction dépend d’'un parameéttequi permet de diminuer I'amplitude des lobes secondaires mais
qui augmente la largeur du lobe principal. Dans la plupart des applications, une valgwodgprise
entre 4 et 9/ conviendra.

4/ < Va < 9/m

L'expression temporelle de la fenétre de Kaiser, transformée de Fourier invelsef flest

lo | mVa /1= (@/NTP|

lo(TTVa)

Fe(t) = Si|t| < NTg/2

Fc(t) = 0 ailleurs

Comparaison avec la fenétre de Hamming:

Pour obtenir une bande de transition égale a celle de la fenétre de Hamming, il suffit d'imposer que le
premier zéro de la fonctioR (f) corresponde a V = 2, c’est-a-dire d'imposer 4e= /3 puisque le

premier zéro est solution de I'équatid@ — V72 = 1. Dans ces conditions, la fenétre de Kaiser a 99,8

% de son énergie dans le lobe principal alors que la fenétre de Hamming n’a que 96,3 % de son énergie
dans ce lobe ; par conséquent, 'ondulation en bande atténuée sera meilleure dans le cas de la fenétre de
Kaiser.

Comparaison avec la fenétre de Blackman:

On peut obtenir la méme largeur de lobe principal avec la fenétre de Kaiser, en positionnant le premier
zéro &'V = 3, c’est-a-dire en faisavf = 2v/2. A nouveau, 'ondulation en bande atténuée est inférieure
dans le cas de la fenétre de Kaiser.

e Fenétre de Dolph-Chebyché&y
La fenétre de Doph-Tchebychev est celle qui est réalise le meilleur compromis largeur du lobe principal,
hauteur des lobes secondaires.

L'expression mathématique de cette fenétre exprimée dans le domaine fréquentiel est:

cos[Pcos (A cosmfTe)]

Fo(f) = ch[Pargch(A)]

ou P =N-1, N impair.
Le parameétrél permet de régler I'amplitude des ondulations.
les fonctions co&) et cos(x) sont des fonctions complexes.
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L'amplitude maximumd des ondulations est liée au paramétrpar la relation

1

0= ch[Pargch(A)]

L'expression temporelle de cette fenétre n’a pas une forme simple ; la meilleure facon de I'obtenir étant
de calculer la transformée de Fourier inversewle ) en utilisant la transformée de Fourier discréte.

Dans tous les cas, a nomhxede coefficients constant, on devra réaliser un compromis entre I'amplitude
des ondulations et la largeur du lobe principal. Il faudra choisir entre une moins grande dispersion ou une
meilleure résolution.

1.6 Problemes de visualisation de la TFD

Quand on lui présente un graphe discret, I'ceil réalise une interpolation entre les points du dessin. Cette inter-
polation est d’autant plus réussie que les points sont rapprochés.
Pour observer a la fois un « beau » signal x(n) et un « beau » spectre, on ne peut visualiser le méme « buffer
».
Pour le graphe temporel, on a intérét a ce Gue < T, mais siTe << T, alors /T sera trop grand par
rapport a ¥T, et I'ceil aura du mal a interpoler le graphe fréquentiel
. Pour améliorer le graphe fréquentiel on peut rajouter des 0 a laxgnijteon ne change rien au résultat
mais on augment&,/Te.
On appelle cette opération « zero-padding » en anglais.
Exemple: soitx(t) dont la fréquence de Shannonif{2) est 128 Hz 4,

1. pour visualiser en « temps », on échantillonne une durée T a 1024 Hg,= 8

2. pour visualiser le spectre, on échantillonne a 128 Hz une durée &@galeenrajoutant des 0 a la suite
x(n).

On aura alors le méme nombre de points sur une période de signal et de spectre et les deux graphes seron
bien visualisés.

1.7 Propriétés de la TFD et convolution circulaire

Elles sont analogues a celles de la Transformée de Fourier, mais il faut prendre en compte une notion de
périodicité des séquences.

1.7.1 Théoréme de Parseval

Le théoreme de Parseval, sous sa forme discréte, s'écrit:

S K= S KPR
nZO © a N kZO

Démonstration:
5 (g g
5o - — %l (%ez’“”)]
Or:
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N-1 n(k—1)
Etsi k=I %eZJ"T:N
n=

On en déduit:

N-1 ) 1 N-1IN-1 N-1 (k1) 1N—1 ,
nZolx(nTe)l =Nz k; I; [kal* <nZOeZJn £ >] -3 k;p(k'

1.7.2 Théoréme de la convolution discréte

Avant de présenter les résultats concernant la convolution discréte, on a besoin de définir les notions de convo-
lution circulaire et de convolution linéaire.

Convolution circulaire:
Soit 2 suites périodiquex(n)) et (y(n)) de périodeN. La convolution circulaire de ces 2 suites donne la suite
(z(n)) de périodeN définie par:
N-1
(z(n) = (x(n) @ (y(n)) = (% x()y([[n— iH)) pour ne[O,N—1],
=
ou la notation/|n —i|| signifie (n—i) moduloN.

Convolution linéaire:

La convolution linéaire d’'une période d@e(n)) et d'une période déy(n)) conduit quant-a-elle & une suite
(u(n)) de longueur R — 1 valant:

N-1
(u(n)) = (x(n)) * (y(n)) = ( 20 x(i)y(n— i)) pour ne[0,2N—1]
EXEMPLE:
Soit les suitegx(n)) et (y(n)) périodiques de périodd = 3, telles que
X(n) =y(n) =1 pournentre 0 et.2

La suite (z(n)), convolution circulaire des suitgx(n)) et (y(n)) est périodique de périodd = 3, et vaut
z(n) = 3 pourn entre 0 et 2. La suitéu(n)), convolution linéaire des suitgx(n)) et (y(n)) est de durée
2N —1=25, et vaut:

2(0)=1,2(1) =2,2(2) = 3,2(3) = 2,z(4) = 1.

La suite(z(n)) peut s’obtenir en répétant périodiguement la s(ite)) avec la périodé\.

Une période dexx Une période y

v
v

Une période 7z Suite

> ‘ ‘
> >

Suite z obtenue en rendant périodique

T + > L »
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Théoréme de la convolution discréte circulaireLa TFD de la suitgz(n)) convolution circulaire de 2 suites
périodique(x(n)) et (y(n)) de périodeN, est le produit des TFD des suitegn)) et (y(n)):

z(n) =x(n)®y(n) = TED(z(n)) = TED(X(n))TFD(y(n)) (1.1)

ou le symbolex représente la convolution circulaire.

Réciproquement la suite p(n) produit des suiteg(n) ety(n), a pour TFD une suit®(k) qui est la convo-
lution circulaire des suiteX (k) etY (k):

p(n) = x(n)y(n) = P(k) = X(k) ® Y (k)
avecP(k) = TFD(p(n)),X(k) = TED(x(n)),Y (k) = TFD(y(n)).

Démonstration de (I.1)

(Zn) = (x(n)e (Z) Hn—|H>pour ne(oN—1

N-1 _
Z(n) = % 2(i)e 12 — < y(llF =Kl )e_jzn%
N1 /N1 —1 /N- i
Z(n) = ; <k_ x(Kje 12Ty (i k| e 12w ) Z} (Z} Je 2Ry i — K||)e 2 )
Z(n) = <Ni e JZ"‘) (Z)y e Jz”‘) = X(n)Y(n)
k=

Relation entre convolution discréte linéaire et convolution continue

Soitx(t) ety(t) de durées finies. La convolution @é) avecy(t) s’écritu(t):

400

u(t):/x(r)y(t—r)dr

—00

Echantillonnons(t) ety(t) a f = 1/Te. On obtient alor$® échantillons poux et Q échantillons pouy.
On peut approcher l'intégrale(t) par la méthode de I'intégration rectangulaire (de JasLa suitev,
ainsi obtenue (au terme multiplicafif prés) correspond a une convolution discréte linéaire (et non circulaire)
des suitex(n) ety(n).
P+Q-1

v(n) = k; x(k)y(n—k)

1.7.3 Théoréme du retard circulaire

Soit la suitex(n) périodique, de périodH.

Soit la suite yn obtenue en retardaqh) de k, échantillons. La suitg/(n) est périodique de périodd et
sa TFDY (k) se déduit de celle dgn) par:

Y (k) = X (k)g~12me/N

ouY (k) etX(k) sont les TFD de(n) ety(n).
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La Transformée de Fourier Rapide (notée par la suite FFT) est simplement une TFD calculée selon un algo-
rithme permettant de réduire le nombre d’opérations et, en particulier, le nombre de multiplications a effectuer.
Il faut noter cependant, que la réduction du nombre d’opérations arithmétiques a effectuer, n’est pas synonyme
de réduction du temps d’exécution. Tout dépend de I'architecture du processeur qui exécute le traitement.

Pour calculer une TFD, on doit calculdrvaleursX (k):
N-1

X(K) = Zoxm)e—izﬂ”wk

et ceci pouk € [O,N —1].
Si on effectue le calcul directement sans algorithme efficace, on doit effectuer:

N?2 multiplications complexes
N(N—1) additions complexes

Il existe différents algorithmes de FFT. Le plus connu est slrement celui de Cooley-Tukey (appelé aussi a
entrelacement temporel ou alecimation in time ») qui réduit a

5 log,(N) le nombre de multiplications.
Il existe deux versions de I'algorithme:

e FFT avec entrelacement temporel,

e FFT avec entrelacement fréquentiel.

L'algorithme nécessite qul soit une puissance de 2. Le principe de I'algorithme consiste a décomposer le
calcul de la TFD d’ordréN = 2 enl étapes successives.

2.1 FFT avec entrelacement temporel

lllustrons tout d’abord la méthode par un exemple pdut 4.

Les données sont notée@) et la suite TFDX(n).
La notationw représente 12N c’est-a- dires 1274, On peut remarquer qué = 1 etwN/2 = —1,
PourN=4, w*=1 et w?=—

la suite TFD s’écrit:

) (0) +x(1) +x(2) +x(3) = (x(0) +x(2)) + (x(1)
1) (0) ) (2) +wx(3) = (x(0) —x(2))
X(2) = x(0) +wWA(L) +W'x(2) +WPx(3) = (X(0) +x(2)) — (x(1) +x(3))
(3 = x(0) ) (2) +wx(3) = (x(0) = x(2)) -
Les donnéesx(0),x(1),...,x(N — 1)) sont regroupées en 2 paquets: un paquet formé des données d’indices
pairs (x(0),x(2),...,X(N—2)) et un paquet formé des données d’indices impe@if4),x(3),...,x(N —1)).
Soit pourN = 4, un paquetx(0),x(2)) et un paquetx(1),x(3)).
Puis sur chaque paquet on effectue une DFT d’olgf2 et on combine les résultats de ces 2 DFT pour obtenir
celle d’ordreN. Ce qui donne, toujours pot¥ = 4.
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_— X0:Y0+20:X0+X1+X2+X3

Xo— TFD | —Y¢ = xtx
ordre —y. =
X2 INp=y  TrTXX

—X 1:Y1+W121:X0+W1X1-X2-W1X3

X1 — TFD —Zo = X1+X3 — X5=Yg - Zo=Xo- X1+Xo - X3
__lordre
X3 IN/2=2 Z1= X" Xs Wh ~B— X5=Y1 - WZ1=Xg - WXy - X +W'X3

Pour obtenir les 4 valeup$(k), il suffit donc de calculer 2 DFT d’ordr/2 = 2 et de combiner les résultats
2 a 2 a l'aide d'une addition et d’'une multiplication au maximum, pour chaque vl@gr Cette étape est
appelée étage de « papillons », pour des raisons évidentes liées a la forme du schéma de calcul. Ce résultat s
généralise a toute valeur valeur Menultiple de 2. En effet:

N-1 ok

X(k) = x(n)e 1<
nZO
N/2—1 N/2—1

X(k) = ; X(2i)e 127N 4 % (2i + 1)e 12T

N/2-1 o N2t o
X(k) = Z} X(zi)e—JZTIN—/z_i_e*JZ?TN 20 X(2i+1)e‘12"N_/z

|+l

N/2—1 N/2—1

X(k) = Zj y(i)e 12 4wk Zy e 12

On notey(i) = x(2i) et z(i) = x(2i+ 1), pouri € [0,(N/2—1)]. On remarque que les 2 termes de la somme
donnantX (k) se déduisent directement des 2 TFD d’orblr& des suitey(i) etz(i) deN/2 points. On note
ces TFDY (k) etZ(k).

Ainsi pourk <N/2—1, les 2 termes de la somme se déduisent des termes dk deng(k) etZ(k):

N/2—1 N/2—1 N

Z} y(i)e 127Nz 4wk Z} e 12Tz =Y (K) +wW<Z(K)

Pourk € [N/2,(N — 1)], on peut écrir&k = K +N/2, aveck € [0,(N/2—1)]. De plus, comme quelque soit
entiere 12 = 1, on peut déduirX (k) des termes de rarig— N/2 des 2 TFDY (k) et Z(k):

N/2-1 - ka/z 1 -
X(k) = % y(i)e 12T Z} e 12Nz
N/2-1 N/2-1

X(k) = Zj y(i)e jom! sz/z) +wK 2(i)e” jom! k;;sz/z)

N/2—1 N/2—1

X(k) = ZD y(i)e" 21y 4wk 20 e i2myfa
X(k) = Y(k—N/2)+wZ(k-N/2)
En conclusion, pour toull multiple de 2, on peut calculer chaque terdk) de la TFD d’ordreN en com-
binant, a l'aide d’au plus 1 multiplication et 1 addition, 2 termes des TFD d’ordre N/2 des 2 gjtesz(i)
de longueur N/2, formées respectivement des termes d’indices pairs et des termes d’indices impairs de la suite
x(n). En notantY (k) etZ(k) les TFD d’ordreN/2 de ces suites on peut écrire:

Pour k € [O,g—l] X(K) =Y (K) +w<Z (k)
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Pour k € [g,N—l] X(K) =Y(k—N/2) +wZ(k—N/2)

On appelle « papillon », I'étape de calcul consistant & calculer 2 points de la TFD d’indices distaht®,de
par exempleX(k) et X(k+N/2) aveck € [0,N/2— 1]. Le calcul de ce couple de valeurs de la TFD d’orire
utilise le couple de valeuré(k) etZ(k) des TFD d’ordreN/2:

Pour ke [o,ﬂ_l} { X (k) =Y (k) +W<Z(K)

2 X(k+N/2) =Y, +wN2Z(k) =Y (k) — wkZ(K)
Chague papillon nécessite 1 multiplication et 2 additions ou soustractions.

Ainsi tout TFD d’ordreN multiple de 2, peut se calculer a l'aide de 2 TFD d'ordN¢2 et d'un étage de
N/2 papillons.

La complexité de calcul, pour la TFD d’ordi¢ est donc égale a celle de 2 TFD d’ord¥e2 plus celle de
N/2 papillons. Si on suppose que les TFD d’or8it€2 sont calculées directement (sans algorithme efficace),
on peut dire que:

Le calcul d’'une TFD d’ordreN pair, avec cet algorithme, demande:

2

pd

multiplications complexes

) =N (5 —1) additions complexes

2(N)?
Le calcul de 2 TFD d’ordré\ /2: ) Z(N
2

=N

&

% Multiplications complexes

Le caleul deN/2 papillons: { N additions/soustractions

Soit un total de ,
N-+% multiplications complexes
N72 additions complexes

au lieu de:
{ N2 multiplications complexes

N(N—1) additions complexes

pour le calcul direct.
Ainsi pourN = 4, on a besoin de 10 multiplications et de 8 additions/soustractions complexes au lieu de 16
multiplications et de 12 additions/soustractions complexes.

Si N/2 est un multiple de 2, on peut réitérer la méthode pour le calcul des 2 TFD d'Nite Chaque
TFD d'ordreN/2 est alors calculée a I'aide de 2 TFD d’ordvé4 et deN /4 papillons, ce qui donne au total 4
TFD d’ordreN/4 plus 2 étages dd /2 papillons.

D’une maniére plus générale Niest une puissance de ®,= 2, on peut réitérer la méthodefois et cal-
culer la TFD d’ordreN a l'aide del étages d&/2 papillons, avet = log,(N). La complexité de calcul d’'une
TFD d’ordreN devient alors celle deétages dé&\ /2 papillons, soit:

| § =log,(N)5 multiplications complexes
I N = log,(N)N additions complexes

Cet algorithme est I'algorithme de FFT avec entrelacement temporel (base 2) de Cooley-Tukey.

Ainsi pourN = 1024= 210, le calcul direct demande: 1024x1024 multiplications et 1024x1023 additions, alors
gue le calcul avec I'algorithme de FFT demande: 10x512 multiplications et 10x1024 additions. Dans ce cas,
I'algorithme divise environ par 200 le nombre d’opérations a effectuer. L'efficacité de la FFT augmenh& avec

PourN = 4, le schéma complet de I'algorithme est le suivant:
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Xo _YO = X0+X2 _— X0:Y0+20:X0+X1+X2+X3

Xz =Y =X%- X — X4=Y W' Z =X WK XWX

X1 — 7o = X4+X3 — Xo=Yo - Zo=Xo- X1+Xo - X3

X3 —U7Z1= X1~ X3 T ~P— X3=Y1 - WZ1=Xg - WXg - Xp +W'X3
W

On remarque sur ce schéma que les don®é®sen entrée sont désordonnées, alors que celles de X¢kije
sont dans I'ordre naturel. De ce fait cet algorithme de FFT s’appelle FFT avec entrelacement temporel. On
verra par la suite qu'il existe un algorithme symétrique appelé FFT avec entrelacement fréquentiel.

Pour l'algorithme de FFT en base 2 avec entrelacement temporel, un papillon élémentaire, ai l{étage
numérotant de 1 b= log,(N)), a la forme suivante:

Uk > @ » Vk
Ueons & — () 8D VARG
Entrée de létagei  w*®) Sortie de I'étage

A l'étapei, les indices des termes associés dans un papillon sont sépakgdNdétant la taille des DFT
intervenant a I'étapg c’est a dire = 2-1 = 211 /20-1+1) = N /2(=1+1),
Le termew® () vaut:

WAk — g 12y _ gmiamy e

2.2 FFT avec entrelacement fréquentiel

Cet algorithme est symétrique du précédent. Les données tempoiel)agstent dans I'ordre naturel, mais
les résultatX (k) sont désordonnés.

Le principe consiste encore & décomposer le calcul de la TFD d’dreré enl étapes successives. Mais
le regroupement de données se fait difféeremment.

lllustrons la méthode par un exemple pduE 4.

Les données fréquentiellgX(0),X(1),...,X(N—1)) sont regroupées en 2 paquets: un paquet formé
des données d’indices paif¥X(0),X(2),...,X(N—2)) et un paquet formé des données d’indices impairs
(X(2),X(3),..,X((N—1))). Soit pour N=4, un paquéX(0),X(2)) et un paquetX(1),X(3)).

PourN = 4, on peut écrire:

X(0) = x(0)+x(1)+x(2)+x(3) = (X(0) +x(2)) + (X(1) +x(3))

X(2) = x(0)+wx(1) +Wx(2) +WPx(3) = (X(0) +x(2)) — (X(1) +x(3))
X(1) = x(0)+wX(1) +wX(2) +W3X(3) = (x(0) —x(2)) + [wh (x(1) —x(3))]
X(3) = x(0)+WwX(1) +wPx(2) + WX(3) = (x(0) —x(2)) — [wh (x(1) — x(3))]

Pour obtenir chaque paquet de résultats fréquentiels, on effectue une DFT dlg2dsar des données résultant
d’'une étape de papillons sur les donng@y.
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TFD |, Xo
ordre X
N/2=2[" "2

TFD X,
ordre X
N/2=2""3

On a donc un étage de 2 papillons suivi d'un étage de 2 DFT d'didee= 2.

Ce résultat se généralise a tout valeuNdaultiple de 2. En effet:

X (k)

X(2i)

X (2i)

X(2i)

N-1

- ;x(n)ejz”?vk
n=
N/2-1 N1 o
= Y x(me ¥ 4§ x(ne TN
n=0 n=N/2
N/2-1 N2 .
— Zo X(nje 2 4§ x(m+N/2)e 12T
n= m=0
N/2-1 o
= Y (X(m)+x(n+N/2))e 2z
n=0

Ainsi lesN /2 termesX (k) de rang pair sont égaux aux termes de la TFD d’ohdf2 de la suite d&l /2 valeurs
(x(nN)+x(n+N/2)), avecnentre 0 eN/2—1 .

De méme pour les termegk) de rang impair:

S x(n)e 12
n

N/2-1 n(2i+1) N-1 n(2i+1)

; X(n)e R 4y x(n)e T

n= n=N/2

N/2-1 ' N2 _ .
x(n)e 12 g7 12MN] > x(M+N/2)e 12 g~ 1272

n=0 m=0

N/2-1

; W (x(n) — x(n+N/2)) g 12z

lesN/2 termesX (k) de rang impair sont égaux aux termes de la TFD d’oMlf de la suite dé&\/2 valeurs
w'(x(n) —x(n+N/2)), avecnentre 0 eN /2 —1.

D’une maniére générale Bl est une puissance de X = 2, on peut réitérer la méthodefois et calculer
la TFD d’ordreN a I'aide del étages déN/2 papillons., avet = log,(N). La complexité de calcul d’'une FFT
avec entrelacement fréquentiel est identique a celle de la FFT avec entrelacement temporel.

Pour l'algorithme de FFT en base 2 avec entrelacement fréquentiel, un papillon élémentaire, d étage
numérotant de 1 b= log,(N)), a la forme suivante:

Page 21
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Vi

v

Uk =@

r@ > Vis n/2
T

Entrée de l'étage i whkd Sortie de l'étage

b

i
Uk+ni2

A l'étapei, Les indices des termes associés dans un papillon sont sépagdNdétant la taille des DFT
intervenant a 'étapg c’est a direN = N/2'. Et le termewf (X vaut:

. H k . i i
I IR P Y R

2.3 Bitreversal

On remarque que dans les 2 cas précédents: FFT avec entrelacement temporel et FFT avec entrelacemen
fréquentiel, I'ordre entrelacé est obtenu a partir de I'ordre naturel en appliquant une technique dite du « bit
reversal ».

Cette technique consiste a écrire en binaire I'indice dans I'ordre naturel puis a retourner I'ordre des bits
pour obtenir la représentation binaire de I'indice correspondant dans l'ordre entrelacé.

Par exemple pouX = 4:

indices représentdon représentdon indices

ordre natwel binaire retournée ordre entelacé
0 00 00 0

1 01 10 2

2 10 01 1

3 11 11 3

2.4 Formulation matricielle de I'algorithme de Cooley-Tukey

On utilise les mémes notations que précédemment:

N=2
w=e I¥. On utilise le fait queWN = 1 et queaN/2 = —1
On illustre I'algorithme pour le cad = 8,1 = 3. Et on présente I'algorithme avec entrelacement fréquentiel.

e On calcule la TFD de la suite x(n) avac [0, 7]

e On note la suite transformée X(n) avee [0, 7]

X(n) = ix(k)e‘jznnﬁk = I(i)x(k)w”"

k=
On décompose les indicesetk (qui sont compris entre 0 et 7) en base 2:
n = n2°4+n2'4n,2°
2 1 0
kK = k2°+k2"+ky2
On effectue le produibk en développant seldk (Il suffirait de développer selompour obtenir I'algorithme
avec entrelacement temporel):
Wk — Wnk222Wnk121Wnk0
Wk = M2 2tng)ky22 (p2 40, 214 kg 21 (02240 204 ng kg
W= 1=

WK = Woke2 N2k 2t (02240 20 ng kg
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X(n) = $ x(kwX
k=
1 1 1

X(n) = Z [Z < Z X<k27k17k1)\/\/n°k222> W<2nl+n0)k121] wi4n2+2n,+ng)kg
ky=0 [k;=0 \k,=0

On a ainsi decomposé la sommation uniqueksem 3= log,(8) sommations sulk,, k;, K,.

Si on effectue la sommation sky, on obtient un terme:

1

X1 (Mg, Ky Kg) = ZX(kz,kl,kO)\/\/”okz22

k=0

Xl(nO’kl’kO) = X(O’ k15k0)+x(17 k]_’ko)vv4no
Si I'on considere I'ensemble des valeugsgue I'on peut obtenir en donnant aux indiagsk;, k, toutes les
valeurs possibles, on obtient 8 valew&) avecn € [0, 7] qui vérifient les relations:

x (i) = x(i)+w’x(i+4) pour i<3
x,(i+4) = x(i)—wx(i+4)
avec i = ny22+k2+k,

On peut regrouper les valeurs ¥e2 par 2 pour former des paires duales que I'on calcule a partir de 2 noeuds

de méme indice de I'étape précédente. Les indices de 2 noeuds duaux étant espacés/de £'ensemble
des relations précédentes peut s'écrire sous la forme matricielle:

[ %,(0) T 1 0 0 0 W 0 0 0 7 [ x0) T
X, (1) 0100 0 W 0 0 x(1)
X,(2) 0010 O 0o w o0 X(2)
3| |0001 O 0 0 w X(3)
(49| |1 000 -wW 0 0 0 X(4)
X, (5) 0100 0O —w o0 0 x(5)
X,(6) 0010 O 0 —wW o0 X(6)

L x(7] [0O0O01 O 0 0 —w | [ x® .

Ces relations peuvent aussi se représenter sous la forme graphique de « papillons »:
x(0) - »D Xx,(0)
x(1) — e ()

@ <=0 X0
X(4) >4‘(><><M$ Xi(4)
5 *D X5

x(7) o %)

La deuxieme étape est la sommation lgur

XZ(nO7 nl7 kO) — Z Xl(n07 kl’ kO)W(2n1+no)2k1
k=0
Xo(Ng: Ny, Ko) = Xq(Ng, 0,kg) + Xy (Mg, 1, ko W™ 2%
avec WM = (—1)M

En donnant aux indices,, n;, K, toutes les valeurs possibles on obtient les relations duales:

%(i) = x(i)+wox (i+2) pour i<3
X(i+2) = (i) —wox (i +2)
avec i = 4ny+k, cestadire n=0
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Les valeurs de, se calculent 2 par 2 a partir des 2 valeursqdge mémes indices de I'étape précédente. Les
noeuds duaux étant espacéd\j& = 2. Les relations précédentes correspondent a la forme matricielle:

(%007 [1 0 w 0 00 0 0 77[x(017
X,(1) 01 0 wWw oo 0 O X, (1)
X,(2) 10-w 0 00 O 0 X,(2)
%3 | |01 0 -wo0oO0 0 O X,(3)
4 | [0 0 O 0 10w O X, (4)
X,(5) 00 0O 0O 01 0 W X, (5)
X,(6) 00 O 0O 10-w O X, (6)
L %(7)] [00 0 0 01 0 -w]||[x(®.]

Ces relations peuvent aussi se représenter sous la forme graphique de papillons:

X1(0) W’ »D X(0)
K1) = %(1)
x1(2) D XA(2)
%3 0 x03)
X1(4) \/w‘/ﬁ@ Xo(4)
X1(5) »@D X2(5)
X:(6) — 5 x(6)

W) —— e x(7)

L'exposant de w dans les relations précédentes est obtenu en divisant logiqugraetet en retournant le
résultat.

Enfin la troisieme étape est la sommation lgugui conduit a la relation:

1

X3(Ng, Ny, Ny) = ) X (Mg, Ny, ko) W4z 21l
=
X3 (N Ny, Ny) = Xo(Ng, Ny, 0) + X, (N, Ny, L)W 20+ o)
avec WM = (—1)™

Ce qui conduit aux relations duales:
Xg(i) = Xp(i) + WP (i 4 1)
X(i+1) = %(i) —w*™™Mox,(i 4-1) pour i pair
avec i = 4ny+2n;
Les valeurs deg se calculent 2 par 2 a partir des 2 valeursxdde mémes indices de 'étape précédente.

Les noeuds duaux étant espacédNde® = 1. L'exposant dav s'obtient en divisant logiquemenpar 1 et en
retournant le résultat.

Les relations précédentes correspondent a la forme matricielle:

%07 [1 W 0 0 0 0 0 0 7[x%01]
X3(1) 1 w0 0 0 0 0 O X,(1)
X3(2) 0 0 1w 0 0 0 O X,(2)
B3| |0 0 1 -wo0 0 0 O X,(3)
4| |0 0 0 0 1w 0 O X, (4)
Xg(5) 0O 0 0 0 1 -woO0o O X,(5)
X3(6) 0O 0 0 0 0 0 1w X,(6)

[ %(7)] [0 0 0 0 0 0 1-w || x(7 |

Relations qui se représentent graphiguement par:
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o =50 0
o —=rC
o —=0 o
¢ —2 0

Cette derniere suite de valeurs est égale a la suite cherchée X(n) mais dans le désordre:

X(ny,ny,Ny) = X3(Ng, Ny, 1Ny)

En résumé:
[X(0)] [%07 [1 wWw 0 0 0 0 0 0]
X(4) X5(1) 1 w0 0 0 0 0 O
X(2) %X3(2) 0 0 1w 0 0 0 O
X6) | [ %3] |0 0 1 -wo0 0 0 O y
X2 | |x4]| |0 0o 0o 0o 1w 0 O
X(5) X3(5) 0O 0 0 0 1 -w o0 O
X(6) X3(6) 0O 0 0 0 0 0 1 w
L X(N) ] L[x@] Lo o 0 0 0 0 1-w |
10 w 0 00 O 07 1000 W o0 0 0 7 [ x0T
01 0 wW 00 O 0 0100 0 wW o0 0 x(1)
10 -w 0 00 O 0 0010 O 0 w 0 x(2)
01 0 —-w O0O0 O 0 0001 O 0 0 w X(3)
00 O o 10w 0 |["|1000-w o0 0 0 x(4)
00 O 0 01 0 W 0100 0 —-w 0 0 x(5)
00 O 0 10-w 0 0010 O 0 —w 0 X(6)
|00 O 0O 01 0 —w] [00O01 O 0 0 —w | [ x(7) |
X0) < :O x1(0) WD %2(0 i D X0
o = e o ————e0 @ =0 L
B s M
o — Xi@% o ==
x(6) D X1(6) _ X2(6) w3 %3(6)
x(7) S x1(7) O %o(7) —— 2 x(7)

La méthode illustrée pold = 8 se généralise pour tollt puissance de 2.

2.5 Autres algorithmes de FFT

Il existe de nombreux autres algorithme de FFT, qui s’appliquent par exemple au das’est pas une
puissance de 2.

LorsqueN est une puissance de 4, on peut appliquer un algorithme de FFT en base 4, plus efficace que
I'algorithme en base 2. Le nombre d'opérations nécessaires étant alors de:

Iog4(N)¥ multiplications complexes
log,(N)N additions complexes

2.6 Utilisation de la FFT pour la convolution rapide

Soit la suite(u(n)) convolution de la suitéx(n)), de durée P, et de la suifg(n)), de durée Q.:

P-1
um = 3 x(yin—i
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la suite(u(n)) a pour duréd®>+Q—1.

On peut calculer directement les (P+Q-1) valeurs de la $uit®). Ce calcule nécessi®Q+ 1) multi-
plications pourfQ > P). SiP etQ sont grands, il peut étre efficace de faire ce calcul par FFT.

Pour cela, on compléte par des zéros les suitay)) et (y(n)) de fagon qu’elles aient toutes les deNx
points, oUN est une puissance de 2 telle gue> P+ Q— 1.
Appelons(x (n)) et(y,;(n)) les suites prolongées par des zéros.
La suite(z(n)) = (x(n)) ® (y;(n)) coincide avec la suitgu(n)) sur seP + Q — 1 premiers points.
Pour calculer la suitéu(n)), il suffit donc de:

=

compléter les suitex(n)) et (y(n)) par des zéros pour qu’elles aigwipoints, avedN > P+ Q — 1.

N

. Calculer par FFT les suiteg(k) ety (k): DFT des suitegx (n)) et (y,(n)).

w

. Calculer la suite, (k) produit des suiteX, (k) etY, (k):Z, (k) = X (k) x Y, (k)
4. Calculer la suitg (n) par FFT inverse d&, (k)
5. Identifier(u(n)) avec lesP+ Q — 1 premiers points dg(n).

Le nombre d’opérations a effectuer est de:
3 FFT (directes ou inverses) tiepoints +N multiplications complexes, c’est a dire:

gN log, (N) + N multiplications complexes
Nlog,(N) additions complexes

Ce qu'il faut comparer au calcul dired®(Q+ 1) multiplications et additions réelles.

Exemple numérique: P = Q = 500

On choisiraitN = 1024.

Le calcul direct demanderait 500 x 501 multiplications et additions réelles.

Le calcul par FFT demanderait environ 1500 x 10 + 1000 soit 16000 multiplications complexes. Une multipli-
cation complexe demandant 4 multiplications réelles, on constate que le gain de calcul par FFT serait de:

500x 500 _
16000x 4

2.7 Calcul de convolution par section d'une des suites

Souvent 'une des suites est beaucoup plus courte que l'autre. Le calcul peut alors se faire en sectionnant la
suite la plus longue en sous-suites.

Appelons(x(n)) la suite courte de longuel et (y(n)) la suite longue de longue@.
(y(n)) est coupée en suites de longudlic- P.

La convolution totale déx(n)) et (y(n)) est obtenue en sommant correctement les convolutioniz(dg
avec les sous-suites ¢gn)). Ces petites convolutions sont calculées par exemple par FFT. Le résultat coincide
surP+M — 1 premiers points avec les bonnes valeurs. Les petites convolutions se superposent (@Pa-2sur
points.
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x(n) 5

ya(n)

uy(Nn)

y2(Nn)

Uz(N)

ys(n)

us(n) , , , : '
u(n) = x(n) * y(n) S —

Cette méthode permet de limiter la taille de la mémoire nécessaire.
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EXERCICES ET PROBLEMES

Exercice 1 : Calculer la transformée de Fourier discréte de la sui)efgrmée deN = 8 points (ne [0,7]),
obtenue en échantillonnant a la fréquerice 16 Hz le signal x(t):

X(t) = 2sin(8rt) + 8 cog4rt)

Exercice 2 : Calculer la TFD de la suitg, suivante:
Xn est formée d& = 24 points obtenus en échantillonnant le sigii) = 3sin(8mt) + 4 cog6mt) a la frequence
fo = 24 Hz.

Exercice 3 : Comparer le résultat de la convolution linéaire et de la convolution circulaire des 2 guites
ety, suivantes:

Xn=1 pour 0<n<3
Xp=0 pour n¢|0,3
Vo=2 pour 0<n<3
Yyn=0 pour n¢]0,3

On appellera, le résultat de la convolution linéaire:

3
= Z)Xkyn—k
K=

ett, le résultat de la convolution circulaire:

3
tnh= Z)Xkyun—kn
k=

ou ||n— k]| signifie n-k moduloN = 4.

Exercice 4 :PourN = 4, la TFD de la suitex,, X;, X,, X3 S'€crit: X,, X;, X, X5 avec:

3
i nk
X, =S xe ¥
kZO

Xo Xo

. . X X LI

1) Ecrire la matrice de passage du vect u)r(1 au vecteur| Xl . On noterav = e 211,
2 2
X X3

2) Quel est le nombre de multiplications et %’additions a effectuer pour effectuer le calcul de la TFD sans algo-
rithme particulier?

3) Chercher a décomposer le calcul en 2 étapes pour diminuer le nombre d’opérations globales. Par exemple,
commencer par grouper les indices pairs et les indices impairs séparément.
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