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Algebre de BOOLE

George Boole (né le 2 novembre 1815 a Lincoln, Royaume-Uni, mort le 8
décembre 1864 a Ballintemple, Irlande) est un mathématicien et
philosophe britannique.

Il est le créateur de la logique moderne, fondée sur une structure
algébrique, que |'on appelle « Algébre de Boole » en souvenir de sa
mémoire.
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- Variables et fonctions booléennes

- Systeme logique :
systéme qui ne possede que 2 états stables s'excluant
mutuellement.

- Variable booléenne:

variable qui attribue la valeur O a I'un des états, et la valeur
1alautre.
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- Fonction booléenne ou fonction logique:

quand une variable booléenne dépend de plusieurs variables
booléennes, on dit que cette variable est une fonction des
aufres.

Exemple :

a
o L Equation logique :

(N
+ b c QK— - L=a+(b.c)
5o 5 o

Pour allumer la lampe L, il faut fermer :
( linterrupteur a) OU ( l'interrupteur b ET linterrupteur c)
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* Dans I'exemple précédent

- Pour chaque interrupteur on a associé une variable booléenne
portant des noms a, b, ¢ (entrées) :

( On choisit par convention que ces variables prennent pour valeur
«I» lorsque linterrupteur est fermé et pour valeur «0» lorsqu’l/ est
ouvert.)

- Pour la lampe on a associé une variable booléenne portant le
nom L (sortie):

( On choisit par convention que L=1 lorsque la lampe est allumée et
gue L=0 lorsquelle est éteinte.)
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- Table de vérite :

- Une fois les conventions choisies, on peut représenter la
fonction L par un tableau qui, pour chaque combinaison
des variables d'entrées (ic/ - a, b & ¢), donne la valeur
de la variable de sortie (ici: L)

abc L

a 0O o0o0| O
5o L 0 01 0

+ b C @ - 010]O0
C IC 011 |1

1 00 1

L =a+(b.c) 1 01 1
1 10 1

1 11 1
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* Fonctions fondamentales de I'algebre de Boole
(Opérateurs)

- Opérateur : « identité » .
- Opérateur : « inverseur » (complément )
- Opérateur : « et » (proauit logigue )

- Opérateur : « ou» (‘somme logigue )

Systeme logique
complet

J

Un systeme logique est dit « complet » lorsque n'importe quelle
fonction logique (de /a plus simple d la plus complexe) peut s'exprimer a
I'aide des opérateurs du systeme.

Le coeur d'un microprocesseur peut parfaitement €tre réalisé a l'aide
de ces 3 opérateurs fondamentaux.
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- Tous les opérateurs ont des représentations graphiques,
appelées « symboles », qui sont utilisées dans |'élaboration des

schémas logiques.

- Deux normes existent:

* La norme CEI

* La norme US celle qui sera utilisée tout au long de cette
présentation.
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- Fonction IDENTITE (une entrée a, une sortie s)

»+ Symbole : a - S
Table de vérité : al s
010
111
* Notation algébrique : s=a
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- Fonction INVERSE ou complément: (une entrée a, une sortie s)

NOT
+ Symbole : a —Jin >0—'s
Table de vérité : al s
O 1
110
- Notation algébrique : s=a
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- Fonction ET ou produit logique . ( deux entrées a & b, une sortie s)

a AND2

- Symbole : ] :)— s

Propriétés :

, ., abl]ls a.0=0
Table de vérite : —
0010 a.l=za
0110 a.a=a
1010 a.a=0
1111

- Notation algébrique : S=a.b
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- Fonction OU ou somme logique . ( deux entrées a & b, une sortie s)

bol 45

- Symbole : B

! b ED— S Propriétés :

a+0=a

* Table de vérité : gz_g a+1=1
011 a+a=a
1011 a+a=1
1111

* Notation algébrique : s=a+b
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* Propriétés

- Commutativité : (de la somme et du produit logigue)

* Le ET et le OU sont des opérations commutatives
-a.b=b.a
- a+b=b+a

- Associativité . (de la somme et du produit logigue)

* Le ET et le OU sont des opérations associatives
-a.(b.c)=(a.b).c=a.b.c
-a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c
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* Propriétés
- Distributiviteé :

» Distributivité du produit par rapport a la somme

Le ET est distributif par rapport au OU
-a.(b+c)=(a.b)+(a.c)

* Il pistributivité de la somme par rapport au produit

Le OU est distributif par rapport au ET:
-a+(b.c)=(a+b).(a+c)
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* Propriétés

- Eléments neutres :
a+0=a
a.l=a

- Complémentarité :
a+a=1
a.a=0

- Idempotence :
a+a=a
a.a=a

- Eléments absorbants :
a+1=1
a.0=0
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* Propriétés
- Absorption :

a+(a.b)=a

a.(a+b)=a

- Allégement :
a+(a.b)=a+b
a.(a+b)=a.b
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* Propriétés

- Regles de Morgan :

a+b=-a.b
*a.b=a+b
Genéralisation :

Michel KRAMMER Tut de Toulon - Dépt: GEIT - Semestre 1 - 2010/2011



@ ENSLI1 e

»+ Formes canoniques des fonctions booléennes

- 1¢re forme canonique (forme disjonctive):
- C'est une somme de produits

Exemple : f1= cb.a+cb.a+cba+cba

- 2¢me forme canonique (forme conjonctive):
- C'est un produit de sommes

Exemple : f2 =_(c+b+a) . (c_+b+a) . (c+b_+a) . (c+b+a)
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- Fonctions OU Exclusif et Coincidence

- Fonction OU Exclusif : ( deux entrées a & b, une sortie s)

XOR

. Symbole : a
e o ) >

inst

Table de vérité : ab
00

S

0
011
1

0

10
11

Propriétés :
a®0=a
a® l=a
a® a=0
a® a=1

* Notation algébrique : s=a@b-= ab+ab
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- Fonction Coincidence : ( deux entrées a & b, une sortie s)

XNOR

-+ Symbole : E :)Do_ <

inst

Propriétés :

Table de vérité : ab|s 160=3
0011 a0 1l=a
01]0
10 lo a0 a=1
1111 a0®©a=0

- Notation algébrique : s=a0Ob-= ab+ab
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* Fonctions NOR et NAND

- Fonction NOR : ( deux entrées a & b, une sortie s)

a NOR2
+ Symbole : 5 DO— S
= Propriétés :
ab] s -
Table de vérité : — a+0=a
00]1
a+1=0
0110 —
a+a=a
10 |o he
1110 a+a=0
* Notation algébrique : s=a+b
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- Fonction NAND ' (deux entrées a & b, une sortie s)

NAND?2

-+ Symbole : a _:)D— <
b

inst Propriétés :
a.0=1
4 i s b - _
* Table de vérité : S a l=a
00|1 -
01l1 a.a=a
1011 a .EZ 1
1110
* Notation algébrique : s=a.b
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= Le NOR est a lui seul un systeme logique complet
= Le NAND est a lui seul un systeme logique complet

= Rappel :
Un systeme logique est dit « complet » lorsque n'importe quelle

fonction logique (de /a plus simple a la plus complexe) peut s'exprimer
a l'aide des opérateurs du systeme.

Avec un simple opérateur NAND a 2 entrées, on peut réaliser toutes
fonctions logiques.

Le coeur d'un microprocesseur peut parfaitement tre congu avec
uniquement des portes NANDs
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+ L'inverseur : a [To] s

- Réalisation avec des NORs:

a DHS
s-a+a=a

- Réalisation avec des NANDs:

ax | }—xs

Michel KRAMMER
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NOR2

inst

GND

inst
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. Le ET . a [
b | ) S

inst

- Réalisation avec des NORs: a

==
Y

" [P

b L

- Réalisation avec des NANDs:

NAND2 NAND2

¥
1
¥
.

inst inst
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+ Le OV : a [
b —D 3
- Réalisation avec des NORs: gip{p—x S
sza+bza+b

NAND2

- Réalisation avec des NANDs: a»—

M

. NAND2
INS'

NAND2 }H( S

inst

inst
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* Propriétés

- Le NOR et le NAND sont des opérations

- Commutatives : a+b=b+a
a.b=b.a

* mais ne sont pas associatives

(@a+b)+cza+(b+c)

@.b).cza.(b.c)
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- Simplification des fonctions booléennes

Michel KRAMMER

* But: recherche de I'écriture la plus simple, en espérant que

cela conduise a la réalisation matérielle la plus simple

* Méthode algébrique : manipulation pas toujours facile,

qui nécessite une bonne maitrise des propriétés de I'algebre
de Boole
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- Principe :

F=ABC+ABC+ABC+ABC
F-ABC+ABC+ABC+ABC+ABC+ABC
F=ABC+ABC+ABC+ABC+ABC+ABC
F:BC(Z+A)+AC(§+B)+AB(E+C)
F=BC+AC+AB

Soit une fonction booléenne exprimée sous la premiere forme
canonique, si on arrive a réunir deux termes ne différant que par
une seule variable et son complément, on voit que I'on simplifie son
écriture.
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+ Méthode algébrique : manipulation pas toujours facile,
qui nécessite une bonne maitrise des propriétés de l'algebre de
Boole.

+ Méthode de Karnaugh : elle évite la recherche des termes

a réunir par le procédé algébrique, au profit d'une méthode
géométrique.

Elle ne s'applique que pour des fonctions simples de 4 ou 5 variables
maximum.
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+ Exemple pour une fonction F de 3 variables A,B & C

- Tl peut y avoir 23=8 termes différents.

- Ce tableau est construit de sorte qu'entre deux cases adjacentes, les
deux termes associés ne différent que par une variable et son
complément.

- A chaque case d'un tableau est associé un terme de la fonction.

AB.C
A B¢ loollo1 |11 |10 L'état des variables de chaque
3 case du tableau est représenté
0 | X en BINATRE REFLECHT
1
| X X

/ AB.C \ AB.C

Terme associé a cette case : A.B.C
Cette case en a trois qui lui sont adjacentes, celles marquées d'une croix
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* Principe de la simplification:

- Il consiste pour une fonction (exprimée sous la 1 forme canonique), a
rechercher des groupements de cases adjacentes de méme valeur, a condition
que leur nombre soit toujours une puissance de 2.

- Sion décide de grouper les cases @ ‘1", on trouvera I'expression simplifiée de F,
alors toutes les cases a'1' devront &tre prises dans un groupement.

- Sion décide de grouper toutes les cases a'0’, on trouvera |'expression de F

- Le ferme associé a un groupement réalisé, est obtenu en éliminant des différents
termes associés aux cases regroupées, les variables qui changent d'état, pour ne
conserver que celles qui sont fixes.

- Pour une fonction a n variables, un groupement de :
» 2 cases conduit & un terme de n-1 variables
» 22 cases conduit & un ferme de n-2 variables
» 23 cases conduit & un terme de n-3 variables
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- Exemple : F=ABC+ABC+ABC+ABC

Table de vérite Tableau de Karnaugh
ACClT 5¢loo|o1 |11 |10
ooo0]O A .
0010 O [O0o|lO]|/1\]O
0101]0 1 0
011 |1
1 00| 0O \ \
o1 |1 AC BC AB
1 101
1 11 1 F=BC+AC+AB
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- Tableau pour une fonction F de 4 variables A, B, C & D

| Terme associé & cette case : A.B.C.D

Cette case en a quatre qui lui sont
adjacentes

> {0001 |11 |10
00 | X X | —
01 X X
11 x], |X
0| /X X

/

Terme associé a cette case : A.B.C.D

Cette case en a quatre qui lui sont
adjacentes
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» Adjacences dans un tableau a 4 variables A, B, C & D

> {0001 |11 |10
00 :>
01 X Pour une fonction a 4 variables
:> chaque case du tableau a :
111X X | = 4 cases adjacentes
10 1)
K AR AR A
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- Tableau pour une fonction F de 4 variables A, B, C & D

Exemple
D
= |00 Lot1-110

00| 1/lo|0| 1l aD

01 -
1] 1 |11 7n

(ool g

0fofo0o]0]|oO
F=AD+AB+BC
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* Adjacences dans un tableau a 5 variables A, B, C, D & E

CBA| 000 | 001 | 011|010 | 110 ]| 111 | 101 | 100

00
: )
11 X }" i

10 X XIX)

ED

Pour une fonction a 5 variables
chaque case du tableau a :

5 cases adjacentes
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» Tableau pour une fonction F de 5 variables A, B, C,D & E
Exemple

00
01

o

11

> DCA

Fonction de 5 variables

CBA| 000 | 001 LerTJo10| 110 [TT~L 101 | 100
0]
1
1

10 0]

ED /7 N
111 O
1
1
1

oOIP|IO|O

1

]

1
L1

O|O|O|O
Ol—| —|] O

o110
Ol=]

Groupement de 22 = 4 cases
L, P

Terme de 5-2 = 3 variables
Fonction de 5 variables

Groupement de 2° = 8 cases

Terme de 5-3 = 2 variables

BA DBA
F=BA+DBA + DCA
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+ Parametres dynamiques des opérateurs logiques

Michel KRAMMER

NG,

|E

INPUT | [OUTPUT S
— , — |

EA

L50°/o )

U507 irso
507% - 50%
1\ 10% | 10%

v

EA

o L

g tf —fle Tr

v

SA

v

< Tp temps de propagation (~ns)

v

> | Réalité

> | Représentation

Tut de Toulon - Dépt: GEIT - Semestre 1 - 2010/2011



@ ENSL1 L

* Parametres dynamiques des opérateurs logiques

- Les temps de propagation a travers les portes logiques sont générateurs
d'aléas

- Un aléa appardit en sortie d'une fonction logique combinatoire, suite a un
changement de valeur sur une entrée

- Alors qu'une fonction ne devrait pas changer d'état, a cause des temps de
propagation, il appardit un état transitoire de trés courte durée ot la
fonction change de valeur malgré tout, c'est I'aléa

- Les simulateurs lI'appellent « glitch »
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+ Parametres dynamiques des opérateurs logiques

- Soit une fonction F définie par le tableau de Karnaugh suivant :

~=/|oo|o1|11.]10
0 [o|aDY
1 {o]o[\o \_14
AT AB
F=AC+AB

- L'aléa se rencontre lorsque I'on passe d'une case a une case adjacente de
méme valeur n'étant pas dans un méme groupement

Dans notre exemple on risque de rencontrer un aléa sur un changement d'état de
la variable d'entrée A lorsque C='0' et B='l"
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Schéma : F=AC+ARB
NOT A AND2 _—
A et oA | AB
- inst2_/ OR2
| = B:'l' I'\\I/E%T % - ,)__/\ }OUTPUT > F F
— inst4
[c C='0 C——prl NOT><> - ~
L instl _C:|1: inst3 A C
A
I >
_A
A [
— ~ Etat transitoire de trés courte durée,
A.C o . | 5 du aux temps de propagation d travers
A > les portes logiques, ol pendant environ
2B | 1ns les 2 entrées du « OU » sont a'0'.
. 1 0 1 >
A V/\ g Ce qui provoque un aléa.
F .
\\4
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- Si on désire conserver la continuité de I'état d'une sortie, pendant une
transition entre 2 cases ou la fonction prend pour valeur 'T', il faut et il

suffit, que la transition se passe dans un méme groupement

- Il n'y a de risque d'aléas qu'entre 2 cases adjacentes, n'‘étant pas prises
dans un méme groupement
- Pour éviter les aléas il faut donc rajouter des groupements redondants

~=/|ooo1 |11 |10
o oI BC
1 [o]ol\o \14

AT AB

F=-AC+AB+BC

- Il n'est pas toujours utile de supprimer tous les aléas

Michel KRAMMER
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- Différentes représentations des fonctions logiques :

Une méme fonction logique peut €tre représentée de
différentes fagons :

* Par une équation logique: f=a+b.c

- Attention : la notation précédente porte a confusion car

a+(b.c) 2 (a+b).c,dollanécessité de mettre des
parentheses.

- Pourlasuite:f=a+ (b .c)
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- Par une table de véerité

- Cest un tableau qui, pour chaque combinaison des variables
d'entrées (ici - a b & ¢), donne la valeur de la variable de
sortie (ici : f)

_ =, =, =, O O O Olo
—_ =, O O~ =, O 0Ol T

f
0
0
0
1
1
1
1
1

_ O = O~ O = OO
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* Par un tableau de Karnaugh :

bcl00|01 |11 |10

« Par un schéma:

|_ inst1

W,

00 O
X X X
z
N
b
—.‘

inst2
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- Par une description VHDL :

library ieee;
use ieee.std_logic_1164.all;

entity fct is

port (a,b,c:instd_logic:
f : out std_logic ) ;

end fct ;

architecture fct_arch of fct is
begin

f<=aor(bandc)
end fct_arch ;
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+ Logique combinatoire et séquentielle :

. . . — e
- Soit le circuit : °
— 61 SO —
sm1 —
— enl

- Ce circuit sera dit « combinatoire » si, & chaque fois qu'on lui
présente une méme combinaison en entrée, il donnera toujours la
méme réponse en sortie.

- Il sera dit « séquentiel » si, une méme combinaison en entrée,
présentée a des instants différents, peut donner des réponses
différentes en sortie
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